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1. Einfithrung und Bezeichnungen

Die herkdmmliche Formulierung der Quantenmechanik mit Hilfe eines Hilbertraumes
und linearen Operatoren ist sowohl physikalisch als auch mathematisch hochinter-
essant und duBerst fruchtbar, jedoch als Beschreibung der Naturgesetze von menschli-
cher Sichtweise durchaus unanschaulich. Diese fehlende Anschaulichkeit 16ste 1925,
in den jungen Jahren der Quantenmechanik, ein gewisses Unbehagen aus, was vor
allem Werner Heisenberg personlich krinkte:! ,,Ich bin immer wiitend, wenn ich die
Theorie nur unter dem Namen Matrizenmechanik genannt hore.*

Dagegen wurde die sogenannte Wellenmechanik von Erwin Schrodinger, vor allem
von ihm selbst, als anschauliche Beschreibung der Quantenphinomene angesehen.
Aber auch diese ist nur von scheinbarer Natur, da die bekannten Wellenfunktionen
keine Wellen im physikalischen Raum beschreiben, sondern nur im Konfigurati-
onsraum existieren, welcher vor allem fiir Vielteilchensysteme hochdimensional ist.
Schrodinger selbst zeigte die Aquivalenz der beiden Beschreibungen und damit auch
gleichzeitig, dass die Anschauung in der Tat verloren geht, wenn man sich mit den
kleinen Dingen der Natur befasst.

Von Richard Phillips Feynman stammt eine Umformulierung der Quantenmechanik,
in der sogenannte Pfadintegrale die Rolle der Beschreibung von Zeitentwicklungen
iibernehmen. Ein Teilchen wihlt nach Feynman nicht eine bestimmte Bahn von A
nach B wie zum Beispiel die klassischen Bewegungskurve aus, sondern vielmehr alle
moglichen Bahnen, welche aber jeweils unterschiedlich beriicksichtigt werden. Das
Pfadintegral ist demnach eine Summe iiber all diese gewichteten Pfade und gibt die
Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ubergang von A nach B in einer gewissen Zeit
an. Man kann diese Beschreibung als intuitiv und anschaulich bezeichnen, da nun alle
Wege eine Rolle spielen und auch das Hamiltonsche Extremalprinzip als klassischer
Grenzfall enthalten ist, jedoch ist die Verallgemeinerung auf Vielteilchensysteme, wie
auch bei der Schrédingerschen Wellenmechanik, wieder weniger illustrativ. Gleich-
wohl ist die Moglichkeit Quantensysteme durch Integrale zu beschreiben vor allem im
Hinblick auf stérungstheoretische Rechnungen sehr vorteilhaft.

Diese Arbeit mochte den Pfadintegralformalismus darstellen und beginnt mit der
Herleitung des Feynmanschen Pfadintegrals, welches Anwendungen fiir verschie-
dene Einteilchensysteme hat. Der Ableitung des Vielteilchenpfadintegrals geht ein
kurzer Uberblick iiber die Vielteilchenquantenmechanik voraus, da diese wesentlich
gebraucht wird um eine elegante und niitzliche Form des Pfadintegrals zu bekommen.
Eine Umformulierung dieses bietet sich an, wenn man Systeme, in denen Spins eine
Rolle spielen, beschreiben mochte. Dies geschieht durch das sogenannte Spinpfadinte-
gral, welches allgemein hergeleitet wird. Eine direkte Anwendung dieses wird anhand
des Heisenberg-Modells durchgefiihrt.

Eine mathematische Betrachtung des Pfadintegralformalismus ist interessant, je-
doch wiirde diese in jeglicher Weise den Rahmen dieser Arbeit sprengen, sodass die

'Brief von Heisenberg an Pauli, 16. November 1925, siehe [MEY].



6 1. Einfithrung und Bezeichnungen

Mathematik groBtenteils im Anhang gepflegt wird. Auf eine komplette Wiederholung
der mathematischen Struktur der Quantenmechanik wird verzichtet, jedoch werden
manche unklare Objekte genau definiert. Dies ist nicht wesentlich fiir das Verstindnis
des Pfadintegralformalismus, aber in jedem Falle hilfreich.

Dagegen ist es notwendig die wichtigsten im Text verwendeten Symbole zu verste-
hen, die aus diesem Grund hier kurz aufgelistet sind:

Symbole
h Plancksche Konstante dividiert durch 27
N Menge der natiirliche Zahlen {1, 2, ---}
No NU {0}
R Korper der reellen Zahlen
C Korper der komplexen Zahlen
L*(R%)  Vektorraum der komplexwertigen quadratisch-integrierbaren Funktionen
H ein separabler komplexer Hilbertraum
ap Skalarprodukt in #, linear im zweiten Argument
A Laplace-Operator in R¢
lin lineare Hiille bzw. Spann einer Teilmenge eines Vektorraumes
Eijk Levi-Civita Symbol
[ ] Kommutator von zwei Operatoren
[, Antikommutator von zwei Operatoren
@Z Fouriertransformation von 1) € L?
Og Diracsche Deltadistribution mit ,,(f) = f(z) fiir Funktionen f
o(z) Diracsche Deltafunktion als symbolische Schreibweise unter Integralen

ONB Abkiirzung fiir Orthonormalbasis

Einfiihrung einer neuen Definition

Symmetrische Gruppe (Permutationen einer /N-elementigen Menge)
Fouriertransformation oder Fockraum

imaginére Einheit

komplex konjugierte Zahl zu A € C

Abkiirzung fiir ), x4y, bei endlichen und unendlichen Folgen
Einheitsoperator im jeweiligen Vektorraum

E

I IR N ]
<



2. Feynmansches Pfadintegral

Richard P. Feynman entwarf 1942 das Pfadintegral als alternative Grundlage der Quan-
tenmechanik ausgehend von passenden Postulaten. Die Ausarbeitung ist interessant
und illustrativ im Originalwerk [FEY] dargestellt. Unsere Vorgehensweise wird jedoch
eine andere sein, da wir den Operatorformalismus inklusive den iiblichen Axiomen der
Quantenmechanik als bekannt voraussetzen und daraus den Pfadintegralformalismus
herleiten.

2.1. Notationen

Zur Beschreibung der Quantenmechanik legen wir den komplexen separablen Hilber-
traum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen # = L?(R%) zugrunde.
Wir schreiben je nach Anlass 1) = |¢)) und ¢, = |1,,) = |n) fiir die Elemente aus H.

Wir verwenden auch die iiblichen Notationen der verallgemeinerten Eigenvektoren
des Orts- und Impulsoperators und verweisen auf die exakten Definitionen im Anhang
(A.2). Mit diesen konnen nun folgende Beziehung abgeleitet werden:

xt) = (x) , und (p|t) = (p) , @.1)
1= [axix) (xl = [dpl) ] 22)

Man kann nun fiir einen Operator A und ¢, ¢ € H entsprechend auch
(01 410) = (149) = [ax [ax(wlx) (x| Al (<o)
= /dx /dx'w(x) (x| A ’x’> o(x")

schreiben. Hierbei werden (x| A |x’) als Matrixelemente von A bezeichnet, wobei
diese meistens rein symbolischer Natur sind, da sie nur unter einem Integral sinnvoll
sind, es sei denn A ist ein Integraloperator, denn dann entspricht (x| A |x’) genau dem
Integralkern von A, sodass wir fiir Integralkerne immer diese Notation wihlen.

2.2. Integralkern des Zeitentwicklungsoperators

Betrachtet man die freie Schrodingergleichung in d Dimensionen, so interessiert man
sich meistens fiir den Zeitentwicklungsoperator

U=e w0 mitHy= —— A, 2.3)
2m

welcher mit Hilfe der Fouriertransformation aus der Schrédingergleichung bestimmt
werden kann und auch als Integraloperator ausgedriickt werden kann:

(U)) (x) = / dy Ko(x,y, y(y) . 2.4)
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Dabei heilit K der Integralkern des Zeitentwicklungsoperators, welcher durch

m )d/2 im

it
Kolx,y,1) = (27rhz't et = (x| emn D |y) 2.5)

gegeben ist. Da der Zeitentwicklungsoperator nur von der Zeitdifferenz zwischen zwei
Ereignissen abhéngt, kann man ¢ = 0 fiir den Startzeitpunkt setzen, was wir immer
tun werden um die Formeln etwas iibersichtlicher zu halten.

2.3. Pfadintegral im Phasenraum

Wir betrachten den Fall eines Hamiltonoperators, von welchem wir annehmen, dass er
selbstadjungiert ist,

H=Hy+V, (2.6)

wobei der Potentialoperator V' erst einmal nur von Ortsoperatoren abhéngen soll. Dann
ergibt sich der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe der Trotter Produktformel (A.6):

t t t
e~ = glim (e_ffWHoe_ﬁv) 2.7)
M—o0

. _i _i
Setzen wir nun € = t/M und K, = e~ #¥Hoe=7eV

schrittweise berechnen.

, so konnen wir den Integralkern

(x| e v H ly) = lim <X

M—o0

i i M
(6_E€H06_E€V> ‘y>
= lim (x|KAK1---1K_.y)

M—o0

= lim Xm s ClXM_1 <X’ K&* ’XM_1> <XM_1‘ Ks ‘XM_2> s <X1’ Ks ’y>
M—o0

M-—1
= lim [H dxl] (x| K. |xp-1) (xar1| Ko [xar—2) - - (x1| K- |y)
M—o0 =1

(2.8)

Hier wurde wesentlich (2.2) ausgenutzt. Diese Vollstindigkeitsrelation wird nun
nochmals gebraucht, um die einzelnen Elemente zu bestimmen:

(50| K- [31) = / A (%n|Pr) (Pl K- [Xn_1)

o ()

Wir haben hier die klassische Hamiltonfunktion H(p,x) = Hy(p) + V(x) einge-
fithrt, in der Hy(p) der verallgemeinerte Eigenwert von Hj zum verallgemeinerten
Impulseigenvektor ist. Entsprechend ist V' (x) Eigenwert von V' zum Ortseigenvektor.

. , a
e%pn'xne_%aH(pnaxnfl) ( 1 > e%pn'xnfl .
27h



2.4. Pfadintegral im Konfigurationsraum 9

Mit diesem Ergebnis erhalten wir aus (2.8) und durch die Definitionen xy = y und
xps = x das Feynmansche Pfadintegral im Phasenraum:

ety = | [de,] [Hdpl] ()"

M
7
- exp (ﬁ [Pk - (XK — Xp—1) — EH(pk,Xkl)]>

1
=
85

ﬂjg

dpl ] nzgilf[pk'W*H(pmxkfl)]

2.9)
/ DX Dp] exp [; /0 " (% — H)] . (2.10)

Zu beachten ist, dass die letzte Gleichheit nur eine Definition des Grenzwertes ist.
Man beschreibt diesen Ausdruck als Kontinuumsdarstellung des Pfadintegrals, auf
dessen anschauliche Interpretation wir gleich eingehen werden.

2.4. Pfadintegral im Konfigurationsraum

Da im Hamiltonoperator der gewohnliche freie Hamiltonian Hy auftritt, kann man
auch den bekannten Integralkern aus (2.5) benutzen um (2.8) direkt, d. h. ohne Einfii-
gung der Impulseigenvektoren, zu berechnen. Das gleiche Ergebnis erhélt man jedoch
auch, wenn man in (2.9) die Integration nach den Impulsen ausfiihrt. Die Berechnung
des d - M-dimensionalen GauBintegrals ergibt, nach der iiblichen Formel (A.10),

M i Xp—Xp_1 _ Ph dM/2
/[H dpr_] i oae(pe 1_2;;):<mm> ()
(27h)

i€
I=1
(2.11)
Damit erhiélt man das Feynmansche Pfadintegral im Konfigurationsraum:

(xle™ " Jy) =

y Aﬁl ] (" )Md/2 F i3 () V)

= lim X e
Moo ) | 14 7| \orhie

- [otsess[¢ [ (2 )|

In dieser Notation bezeichnet S' die klassische Wirkung und es wird iiber alle Bahnen
des Teilchens von y nach x, welche die Zeit ¢ benétigen, integriert. Dies ist in der Tat
Feynmans urspriingliche Formel, da hier nur noch iiber alle Pfade im Konfigurations-
raum summiert wird. Zusitzlich liefert dies auch die anschauliche Interpretation, denn
durch das Pfadintegral werden alle Moglichkeiten fiir das Teilchen, um vom Anfangs-

[l
—
S
A,
m\

o



10 2. Feynmansches Pfadintegral

bis zum Endpunkt zu reisen, gewichtet mit einem Phasenfaktor, beriicksichtigt. Im
klassischen Limes /& — 0 findet man das Hamiltonsche Extremalprinzip, da aufgrund
des oszillierenden Phasenfaktors nur das Extremum beitragen kann. Dies ist auch
als Sattelpunktsentwicklung von Pfadintegralen bekannt. Trotz des Auftretens des
Symboles x sollte man sich aber immer daran erinnern, dass die betrachteten Pfade
im Allgemeinen weder differenzierbar noch stetig sind. Sie stellen lediglich eine
symbolische Notation fiir die diskretisierten Pfade im Grenzwert M — oo dar.

2.5. Pfadintegral fiir die Zustandssumme

Auch die kanonische Zustandssumme fiir ein einzelnes Teilchen kann durch ein
Pfadintegral ausgedriickt werden. Man erhilt dieses aus der Berechnung des Zeitent-
wicklungsoperators, wenn man die Zeit zu imagindren Werten analytisch fortsetzt. Die
Zustandssumme ist bekanntermal3en durch

Z = Spur {e_BH} 2.12)

gegeben. Unter der Annahme, dass diese Spur existiert, ist sie iiber eine Integration
des Integralkerns gegeben:

7 = /dx <x‘ e BH ‘x> (2.13)

Die Berechnung von <x| e PH ’x) erfolgt fiir einen Hamiltonoperator H = Hy + V
mit Hilfe der reellen Trotter Produktformel (A.7) analog zum Zeitentwicklungsopera-

tor, sodass wir mit £ = ﬁ Bhund x¢g = x); = x das Ergebnis iibernehmen konnen:

M—1
Z—/dx]\}iinoo Ll;[ldxl] <x(e*%HOe*%V’xM_1>-

_e _e _e _e
'<XM—1’€ ﬁHoe 4 ’XM_2>-~<X1‘€ ﬁHOe A4 ’x>

xar1)

M

-5 2 V(xk-1)
e

k=1

2mhe

Z/dx/D[x] exp [—;L/OﬂﬁdT <;m>'<2—l—V>]

M-1 - S m (Xr=%k-1)? Xp_
- o o f[ o] 2y C )

In die Zustandssumme flieBen demnach alle geschlossenen Bahnen mit Periode Sh.
Hierbei steht .S nicht fiir die klassische Wirkung, sondern fiir die zeitintegrierte Energie
der betrachteten Bahn.



3. Vielteilchenpfadintegral

Wir werden erst die {ibliche Beschreibung der Vielteilchen-Quantenmechanik vorstel-
len und dann das Pfadintegral einfiihren. Wir benétigen dazu wieder einen komplexen
separablen Hilbertraum 7, welchen wir nun nicht von vorne herein als L?(R?) festle-
gen, da in manchen Fillen auch endlich dimensionale Hilbertrdume ausreichen bzw.
innere Freiheitsgrade durch L? @ C™ beschrieben werden.

3.1. System mehrerer Teilchen

Mochte man mehrere Teilchen beschreiben, bietet sich nun Ahnliches an wie bei der
Beriicksichtigung von inneren Freiheitsgraden. Fiir ein System von IV Teilchen ist der
zugrunde liegende Raum das N-fache Tensorprodukt des Einteilchenraumes:

N
Hy=QRQH=HOH -0H 3.1)
k=1

Man verwendet iiblicherweise die Definition g = C. Fiir ein Element aus H  fithren
wir folgende Schreibweisen ein:

HN D Yoy @+ @YPay =) @+ @ |ay) = |oa -+~ an) (3.2)

Die Anzahl der Elemente in dieser Dirac-Notation bestimmt also auch den Raum Hy,
aus welchem der Vektor stammt, so dass man diesen meistens nicht zusétzlich erwéhnt.
Die runde Klammer soll zur Unterscheidung der spiter eingefithrten Elemente dienen.
Ein bekannter Satz iiber Tensorprodukte von Hilbertrdumen rechtfertigt unser weiteres
Vorgehen:

Satz Sei (|a))acr eine ONB in H, dann ist (|1 - - aN)),,..qner €ine ONBin Hy,
insbesondere gilt:

Z lat---an)(ar - an| =Ty, (3.3)

ay-rany€el

Demnach konnen wir mit dieser Notation alle Vektoren in H 5 beschreiben, sodass ab
sofort (|av))qer eine festgewihlte ONB in H darstellt.

3.2. Bosonen- und Fermionenriume

Es zeigt sich nun, dass man zur Beschreibung der Vielteilchenquantenmechanik nicht
den ganzen Raum H y benotigt, da nur symmetrische Wellenfunktionen (Bosonen)
und antisymmetrische Wellenfunktionen (Fermionen) in der Natur auftreten. Dies ist
eine direkte Folgerung aus der prinzipiellen Ununterscheidbarkeit von Teilchen und

11



12 3. Vielteilchenpfadintegral

dem AusschlieBungsprinzip nach Pauli.! Aus diesem Grund reichen die genannten
zwei Unterrdaume vollkommen aus und wir definieren die entsprechenden Projektions-
operatoren. Dabei bezeichnet S(V) die symmetrische Gruppe der Menge {1, ..., N}.

1
P+|O‘1"'04N):m Z |Gy -+ () (3.4
ceS(N)
1 ag
P-lai---an) = 1 > (=17 |apay - o) (3.5)
c€eS(N)

Der Faktor (—1) bezeichnet das Vorzeichen der Permutation o. Ublicherweise moch-
te man beide Fille durchgehend parallel behandeln, sodass es sich anbietet Bosonen
und Fermionen zusammenzufassen. Wir schreiben deswegen

¢ = (3.6)

—1  Fermionen
+1 Bosonen

und verwenden dies sowohl symbolisch im Sinne des Vorzeichens als auch in konkre-
ten Berechnungen. Damit kann man selbsterklirend die zwei Projektionsoperatoren
zu P zusammenfiithren. Wichtig sind nun die entstehenden Unterrdume, die wir fiir
die weiteren Ausfithrungen folgendermallen definieren:

HS, = PcHy - (3.7)

Dies ist nun der Raum der symmetrischen bzw. antisymmetrischen N-Teilchen-
Zustinde. Fiir diese mdchte man nun auch eine geeignete Orthonormalbasis wéhlen.
Fiir die Konstruktion ist es hilfreich sogenannte Besetzungszahlen einzufiihren, d. h.
die Anzahl der Teilchen, die sich im selben Einteilchenzustand befinden.

Fiir einen Zustand |a - - - av) heifit

N
ng = Z 050 (3.8)
i=1

die Besetzungszahl des Zustandes |3). Aus ersichtlichen Griinden ergeben alle Beset-
zungszahlen fiir den gegeben Zustand die Gesamtteilchenzahl:

Zna =N. (3.9)

Mit dieser Definition ist es nun moglich die orthonormierten symmetrischen bzw.
antisymmetrischen Zustinde zu erklédren:

N!
acl "tar

'Diese folgern wiederum aus dem Spin-Statistik-Theorem der Quantentheorie, welches 1940 von
Wolfgang Pauli in The Connection Between Spin and Statistics theoretisch begriindet wurde.

Jog - an) = log - o),




3.3. Fockriaume 13

Die Unterscheidung zwischen Bosonen- und Fermionenzustinden wird, wenn mog-
lich, unterdriickt, da es meistens aus dem Kontext heraus bekannt ist, um welche
Teilchenart es sich handelt. Im Falle von Bosonen existiert sowieso eine noch kom-
paktere Schreibweise, da die Reihenfolge gleichbesetzter Zustinde keine Rolle spielt.
Man verwendet eine Besetzungszahldarstellung der folgenden Form:

N
|(na)) = [(na)aer) = |-+ an), , mitng = 255% . (3.11)
i=1
Da eine meistens unendliche Folge im Ket steht, zeigt dies immer zweifellos an, dass
es sich um die Besetzungszahlen handelt. Bei einer expliziten Angabe eines Zustandes
in Besetzungszahlen muss aber auch immer klar angegeben werden, welche Stelle fiir
welchen Zustand steht.

Wohlgemerkt konnen Besetzungszahlen fiir antisymmetrische Zustinde nur die
Werte 0 oder 1 annehmen und eine Besetzungszahldarstellung wiirde nicht die Rei-
henfolge, und damit ein Vorzeichen, beriicksichtigen. Fiir Fermionen bietet sich also
keine analoge Darstellung an.

3.3. Fockriaume

Als Fockraum bezeichnet man allgemein den Raum, in dem alle Teilchenzahlen vor-
kommen diirfen. Dies wird mathematisch durch die direkte Summe aller IN-Teilchen-
Hilbertrdume erreicht:

F(H)= P Hw (3.12)
N=0

Ein Element des Fockraumes ist also eine Folge
U = (Yo,91,---) € Hox Hy X -+, (3.13)

fiir die > %_g [~ |3 < oo gilt. Dabei bezeichnet || - || i die gewdhnliche Norm in
‘H . Das Skalarprodukt des Fockraumes ist entsprechend als

o0

(T[T = (nlvh) (3.14)

N=0

d. h. als Reihe der N-Teilchen Skalarprodukte, gegeben. Da wir jedoch oft endliche
Folgen behandeln, ist folgende Schreibweise sinnvoller:

F(H) 2 (Yo, 01, ) =o® 1 B+ =1Po+ b1 + -+ (3.15)

Meistens benutzt man die letztere Notation, in der eine Verwechslung mit der gewohn-
lichen Vektorraumaddition in allen Féllen ausgeschlossen ist, sodass man zur weiteren
Vereinfachung wieder die Bra-Ket-Schreibweise der N-Teilchen-Hilbertraume ver-
wenden kann.

Das einfachste normierte Element des Fockraumes, also (1,0, - - - ), nennen wir den
Vakuumzustand und definieren diesen mit

0)=1€H,. (3.16)



14 3. Vielteilchenpfadintegral

Wohlgemerkt ist dies nicht der Nullvektor des Fockraumes, sondern in der Tat ein
normiertes Element. In der oben erklidrten Schreibweise wird der Nullvektor einfach
durch die Zahl 0 dargestellt.

Wie vorhin beschrieben ist auch der gesamte Fockraum viel zu allgemein, sodass
wir uns wieder auf die Unterrdume der Bosonen oder Fermionen beschrinken kénnen:

Fe=PHy - (3.17)
N=0

Wir nennen F. den bosonischen Fockraum und entsprechend F_ den fermionischen
Fockraum.

3.4. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wir fithren denVernichtungsoperator a) ein, welcher ein Teilchen im Zustand |)\)
entfernt. Da die Teilchenanzahl somit nicht erhalten ist, ist die Beschreibung im
Fockraum zwingend erforderlich, jedoch beschrinken wir uns hier auf die Wirkung
im symmetrischen bzw. antisymmetrischen Fockraum.?

Fiir Bosonen definieren wir

ay: Fyp — Fi
[(na)) — /x| (na = dan))
und entsprechend fiir Fermionen
ay:F_ — F_
Yoy by , falls |oy) = |\
fon - an) — {<0 e v , falls :)\>>nicl’1ti)esetzt

Hierbei bedeutet ¢, dass der ¢-te Einteilchenzustand entfernt wurde.
Die zu den Vernichtungsoperatoren adjungierten Operatoren nennen wir die Er-
zeugungsoperatoren af\, welche ein Teilchen im Zustand |\) erzeugen, und damit fiir

Bosonen

al |(na)) = Vix + 1 |(1a + Sar)) (3.18)

lauten. Fiir Fermionen ergibt sich wieder die einfache Darstellung, da jeder Zustand
nur einfach besetzt werden kann.

Aag - , falls |y A Vie{l---N
0 , falls |\) schon besetzt
Hier gelten nun die wichtigen Vertauschungsrelationen:
[aa,a[gLC = {aL,aH . =0, und [aa,aH . = 0ap - (3.20)

Mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren kann jeder Vielteilchenzustand aus dem Vakuum-
zustand erzeugt werden, was wir im nichsten Abschnitt ausnutzen werden.

*Man kann die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren auch im kompletten Fockraum einfiihren,
sodass man auf die folgende Fallunterscheidung verzichtet.
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3.5. Kohirente Zustinde

Wie immer sei (|a))qaer eine abzidhlbare ONB des urspriinglichen Einteilchenhilber-
traums 7. Man nennt nun die Eigenzustidnde der Vernichtungsoperatoren a,, kohdirente
Zustdnde. Diese existieren in der Tat, da im Fockraum auch Elemente enthalten sind,
die alle Teilchenanzahlen reprisentieren. Dagegen kann es zu den Erzeugungsoperato-
ren keinen Eigenzustand geben.

Bosonische kohirente Zustinde

Sei @ = (¢pa) = (¢a)acr eine Folge von komplexen Zahlen. Nun nennen wir |¢)
einen kohérenten Zustand, wenn die Eigenwertgleichung

o |P) = ¢a |P) (3.2D)

fiir alle o € I erfiillt ist. Die genaue Natur des Vektors in /. wurde aber noch nicht
gefasst und erfordert etwas Vorarbeit. Dazu definieren wir die komplexen Zahlen

Pa”
qb(na) = & (322)
};II Vng!

und nutzen wieder aus, dass wir Fockzustinde nicht als Folge sondern als unendliche
Summe schreiben.

6) =D by [(na)) (3.23)
(na)

Es wird hier iiber alle Besetzungszahlen summiert, sodass der koharente Zustand
tatsichlich eine Uberlagerung von beliebig vielen Teilchen darstellt. Dass die Eigen-
wertgleichung erfiillt ist, kann man nun leicht zeigen. Nun nutzen wir aus, dass wir
jeden Zustand mit Erzeugungsoperatoren aus dem Vakuum |0) erzeugen konnen,

1 (ad)me
l(na)) = I 0) (3.24)

|
acl Na:

und schreiben den kohdrenten Zustand kompakt als

f o
&) =>_ 11 wa,?a,) 0) = eXe otk j0) = #2"|g) | (3.25)

(na) o€l

wobei die unendliche Summe als Skalarprodukt abgekiirzt wurde.

Eine andere alternative Formulierung der bosonischen kohérenten Zustéinde, welche
sehr elegant aber auch etwas unanschaulicher ist, geschieht durch Betrachtung eines
Vektors g = > o1 @a |a) des Hilbertraumes #. Das n-fache Tensorprodukt w%n
liegt in H,, und somit auch im Fockraum. Der kohérente Zustand ist nun durch

@)= Ys! (3.26)
neN m
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gegeben. Eine Basisbetrachtung von F zeigt die Gleichheit mit (3.23).
Verschiedene kohidrente Zustidnde sind nicht orthonormiert, denn man erhilt

(¢lep') = exp <Z qﬁaqﬁ;) : (3.27)

ael

Dies sollte nicht iiberraschen, da die Menge der komplexen Zahlen iiberabzidhlbar
ist und somit keine abzihlbare ONB entstehen kann. Dariiber hinaus erkennt man
auch, dass die Vektoren nicht normiert sind, was man bei Berechnungen immer
beriicksichtigen muss.

Als besonders vorteilhaft erweist es sich den Einheitsoperator des Fockraumes in
kohiarenten Zustinden auszudriicken:

1= / [H d%d%] e ¢) (9] . (3.28)

211
acl

Zur richtigen Interpretation dieses Ausdruckes sollte gesagt werden, dass das Integral
fiir abz&hlbar unendliches I wie das reelle unendlich dimensionale GauBintegral in
(A.12) zu verstehen ist, also als Grenzwert von endlich vielen Integrationen, und dass
die Integration iiber komplexe Variablen auf Real- und Imaginérteil gemif

dzdz = d(x + iy) Nd(z + iy) = 2idz A dy (3.29)

zuriickgefiihrt werden kann.

Fermionische kohirente Zustinde

Im Fockraum der Fermionen existieren keine kohirenten Zustinde im Sinne der oben
genannten Definition, da die Besetzungszahlen nur zwei Werte annehmen konnen.
Jedoch kann man mit Hilfe von GraBBmann-Variablen einen erweiterten Fockraum
definieren (s. Anhang), sodass in diesem tatséchlich, analog zum bosonischen Fall, Ei-
genvektoren zu den Vernichtungsoperatoren existieren. Nun sei n = (1) = (Ma)acr
eine Folge von Gralmann-Variablen, dann definiert

m) =" 10) = [T (1 = maal,) 10) (3.30)

a€el

einen fermionischen kohédrenten Zustand. Eine analoge Vollstindigkeitsrelation kann
man nach Definition der Integration von Gramann-Variablen durch

1= / [Hdﬁadna] e~ [n) (n] (3.31)

ael

ausdriicken, wobei so die Identitéit des erweiterten Fockraumes dargestellt wird.
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3.6. Operatoren und das Symbol

Die in Vielteilchensystemen auftretenden allgemeinen Operatoren kénnen durch
die eingefiihrten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausgedriickt werden, was
gemeinldufig als Zweite Quantisierung bezeichnet wird, was jedoch eine unpassende
Bezeichnung fiir diese einfache Umformulierung ist. Besonders vorteilhaft wird die
Darstellung spiter im Pfadintegral werden.

Betrachten wir einen allgemeinen Operator A, welcher mit einer Funktion f aus
Vernichtern und Erzeugern zusammengesetzt ist, d.h. A = f(af,a). Das Symbol von
A ist dann

oa(d, ) = f(d,¢) . (3.32)

Es entsteht formal durch Ersetzen der Operatoren mit komplexen Zahlen. Da keine
Verwechslungsgefahr besteht und man die Notation vereinfachen mochte, verwendet
man sowohl fiir den Operator als auch fiir das Symbol die gleiche Schreibweise, ohne
explizite Erwéhnung einer Funktion f, d. h.

A= A(af,a)und A(¢, ¢') = oa(p, @) . (3.33)

Bei dieser Schreibweise ist nur zu beachten, dass das erste Argument des Symbols
komplex konjugiert wird.

3.7. Pfadintegral durch kohirente Zustinde

Das Feynmansche Pfadintegral wurde mit Hilfe der verallgemeinerten Impuls- und
Ortseigenvektoren hergeleitet. Fiir ein Vielteilchensystem bietet es sich an das Pfadin-
tegral mit kohdrenten Zustinden aufzubauen. Wir behandeln den fermionischen und
bosonischen Fall nochmals gemeinsam, indem ¢ je nach Teilchenart eine Folge von
komplexen Zahlen oder GraBmann-Variablen darstellt. Im Falle der letzteren sind alle
Rechnungen im erweiterten Fockraum zu verstehen. Wir setzen nun

dqzﬁkdqbk”] —oFbk | ik & . 1 Fermionen
1= / [ —raFa | om0 | RN (pF| | mit N =
7% )

2wt Bosonen

(3.34)

zur Herleitung an. Hierbei steht £ fiir einen zusétzlichen Index und sollte nicht mit
einer Potenz verwechselt werden.

Der Hamiltonoperator H des Systems besteht nun aus den Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren und sei normalgeordnet,

H=H(a',a) =:H(a' a):, (3.35)

d. h. alle Vernichtungsoperatoren stehen rechts der Erzeugungsoperatoren. Der ein-
hiillende Doppelpunkt steht immer fiir diese Normalordnung. Entscheidend bei der
Herleitung wird die Abschitzung?

e " =1 icH+O(?H?) = 1—ic :H: +O(?H?) =:e 1. +O(e*H?), (3.36)

*Hier und in allen anderen Abschnitten steht O(¢? H?) nicht im Sinne des iiblichen Landau-Symbols,
sondern als Abkiirzung fiir eine Reihe der Form $"¢° , ax (e H)*.
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sodass man im Grenzwert € — 0 den normalgeordneten Exponentialoperator zur
Verfiigung hat.
Wir setzen nun wieder ¢ = ¢/M und ¢’ = ¢™ und berechnen:

(o] 1) = (o] (c=) " [o°)
= ¢f 6_%Hﬂe_%H...]le—%H ¢o
('] )

-/ [ g d¢ad¢k] (¢!| e FH: +O(2H?) 1) .

(] o ) BT

Nun nutzen wir aus, dass fiir das Matrixelement eines normalgeordneten Operators
A(af, a) in kohirenten Zustinden

("] ale) = A", ¢) (#] ') = A(6", ') - "¢ (3:37)

gilt. Dabei bezeichnet A(¢*, ¢l) das Symbol des Operators A.

Somit erhalten wir:
(|7 ]0") = ¢f‘(—”H ‘¢0>

:1/\

M
¢kd¢ ZA{—lgvd)k
= lim k=1 .
Moo [ll_{ acl N
M —_
exp (Z ¢" - ! (¢*, 9" 1))
k=1
= d¢7d¢ ] M, yM—1
= lim a T | b7 P
M—o0 | 11 };‘[I N
[ M-1/__ K k—1 M
-exp |ie ( (i(,bk A _j) ) +Z (—;H(fﬁkaﬁbkl)))]
L \ k=1 k=1
= 20617 e [ [t (in60)- 250 — o). 000 )|

Il
—
S
hSa

Man erkennt, dass man fiir den Zeitentwicklungsoperator ein zum Feynmanschen
Pfadintegral analoges Ergebnis gewinnt. Somit lisst sich auch die Zustandssumme
in kohdrenten Vektoren ausdriicken. Zu beachten ist jedoch, dass fiir Fermionen
antiperiodische Randbedingungen gelten, d. h. die Spur beinhaltet ein zusétzliches
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(. Da kohidrente Zustidnde alle Teilchenanzahlen beinhalten, mochte man oft die
groBkanonische Zustandssumme berechnen, was im Fall A = H — uN zu erreichen
ist. Mit den gleichen Definitionen wie zuvor (¢ = Sh/M) gilt nun:

7=soule] = | TT50% e (ol o)

. O 17 dokdgk
=k [HH N ]

k=1ael

M 7/ Lk k-1 M

Bl

Oft wird die eingefiihrte imaginére Zeit 7 durch die Transformation 7 — A7 umge-
wandelt, damit A aus der Formel herausfallt:

2= [piglen [~ [(or (60 257 — o o0)| . @39

Diese Darstellung der Zustandssumme dient oft als Ausgangspunkt fiir storungstheo-
retische Rechnungen und auch wir werden sie gegen Ende bei der Betrachtung des
Heisenberg-Modells verwenden.







4. Spinpfadintegral

Wie zu Beginn des letzten Abschnitts erwihnt, dndert sich die Darstellung der Ein-
teilchenquantenmechanik, wenn man innere Freiheitsgrade wie Spins beriicksichtigt.
Beschreibt man nun ausschlieBlich Spins und deren Wechselwirkungen, was wir
spiter im Heisenberg-Modell tun werden, so kann man dies auch mit Methoden der
Vielteilchenphysik behandeln. Wir werden kurz die Eigenschaften der Spinoperato-
ren wiederholen und dann mit Hilfe von sogenannten spinkohdrenten Zustinden ein
Pfadintegral herleiten.

4.1. Spinoperatoren

Der Vektorraum zur Beschreibung von Spinzustinden ist endlich dimensional, sodass
wir ihn mit C" wiéhlen konnen. Dies ist auch die iibliche Beschreibung des Spins, die
wir hier kurz zusammenstellen mochten.

Wir betrachten Teilchen mit einem halbzahligen oder ganzzahligen Spin s im Raum
C?s*+! und halten fiir die weiteren Rechnungen folgende Abkiirzung fest

My ={-s,—s+1,...,s—1,s} . 4.1)
Eine ONB von C?**! wird fest gewihlt und als

(15, m)) e, (4.2)
notiert. Es existieren drei Operatoren, S, S, und S, welche durch die nachfolgenden

Gleichungen festgesetzt sind. Wir schreiben S? = S2 + S2 + 52 und nennen diesen,
sowie Sz, Sy und S, die Spinoperatoren. Fiir diese gilt nun:

S, |s,m) =m|s,m) 4.3)

S?|s,m) = s(s+1)|s,m) (4.4)

[Sk, Si]— = i€kimSm , wobei k,l,m € {x,y, 2z}, mit Summenkonvention.
4.5)

Man definiert nun die bekannten Auf- und Absteigeoperatoren fiir den Spin,

S+ =5, £1i8y, (4.6)
und zeigt leicht, dass der Zusammenhang

S.51 =54(S,+1) 4.7

gilt, welcher die Benennung rechtfertigt. Diese werden im folgenden Abschnitt von
zentraler Bedeutung sein, weswegen wir die Darstellung weiter vereinfachen mochten.

21
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4.2. Schwinger-Bosonen

Die Spinalgebra kann man nun auch durch den bekannten Vielteilchenformalismus
ausdriicken, indem man einen 2s + 1-dimensionalen Unterraum des bosonischen
Fockraumes nimmt, dort zwei Einteilchenzustinde wihlt und mit Hilfe der iiblichen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die Spinoperatoren festlegt. Die mathemati-
sche Konstruktion des besagten Fockraumes ist im Anhang dargestellt. Wichtig ist
jedoch nur, dass zwei verschiedene Erzeugungsoperatoren a! und b und die entspre-
chenden Vernichtungsoperatoren verwendet werden.

o+ — gtp 4.8)
S~ =blq 4.9)
1
_ Lo
S =3 (a a—b b) . (4.10)

Der gesamte Fockraum ist bekanntermaf3en abzédhlbar unendlich dimensional und eine
ONB des bosonische Fockraumes ist zum Beispiel durch { |ng, np) | nq, 75 € No} in
Besetzungszahlen gegeben, welche man nach

ata + b'b <aTa+bTb )
+1

S® =524 82452 = (4.11)

2 2

einschrianken muss, damit auch die Eigenschaft (4.4) gilt. Der nun wichtige Unterraum
ist demnach

Us = lin{|ng,np) | ng +np = 28}, (4.12)

mit einem gewihlten Projektionsoperator, welchen man mit den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren zum Beispiel als

2
PS 1 / d\ ei)\(aTa+ber—25) (413)
0

~ o

darstellen kann. Die entsprechenden Eigenvektoren zu S, und S? sind durch passend
gewihlte Besetzungszahlen festgelegt. Wir schreiben deswegen

(ah)stm  (pT)s—m
Vs +m)l /(s +m)!
fiir m € M. |0) bezeichnet hier wie immer den Vakuumzustand des Fockraumes.

Diese Vektoren bilden, analog zu den Zusténden (4.2), eine ONB fiir den Unterraum
Us.

m), =|s+m,s —m) = |0) (4.14)

4.3. Spinkohiirente Zustiinde

Mit Hilfe der Schwinger-Bosonen lassen sich, so wie aus der Vielteilchenquantenme-
chanik bekannt, kohirente Zustinde definieren. Diese sind fiir ¢ = (¢1, ¢2) € C?
durch

lp) = e?a! 0) , mita® = (af,d") (4.15)
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gegeben. Diese liegen jedoch nicht in U, was man aber durch eine Projektion leicht
erreichen kann:

1 [2 . ,
6,) = Py ) = 277/0 dxe 2 e 4.16)

Dass diese Gleichung gilt, kann man mit Hilfe einer kurzen Rechnung zeigen:

. . <. -af)”
6z)\(aJr-a) |¢> _ ezA(aT-a)ed)-aT ‘0> _ Z ezA(aT-a) (¢ a ) ’0>

n=0 n!
— i (@-a)" — 1/ n ¢irg).af
:;eAm‘m:;)m(e%-a*) 10y = (@)’ o)

ei/\<,‘b> .

Aufgrund der Darstellung (4.16) kénnen wir viele bekannte Rechnungen der ko-
hirenten Zustinde auch fiir den endlich dimensionalen Unterraum iibernehmen. Die
projizierten kohédrenten Vektoren nennen wir die spinkohdrenten Zustdnde, wobei zu
beachten ist, dass diese keine Eigenvektoren der Vernichtungsoperatoren mehr sein
konnen. Jedoch ist es mit diesen nun auch méglich ein Pfadintegral zu konstruieren.

4.4. Pfadintegral mit Schwinger-Bosonen
Beachten wir die Eigenschaften

(@s10L) = (8] P [¢') = (| P [¢') (4.17)
und

Spur(PsAPs) = Spur(AP;) , (4.18)

so erkennt man, dass man alle Rechnungen fiir das Vielteilchenpfadintegral iiberneh-
men kann, wenn man nur einen zusitzlichen Projektor einfiigt. Das Skalarprodukt von
spinkohidrenten Zustdnden ist zum Beispiel:

1 27 . eir
(60 = (@I P2[8') = (61 Pu|6) = 5= [ dxe ™ ((9109)

1 1 , ,

ab dz ezrsﬂ a®, mit (¢|d') =a
|z|=1
ez(l—i—lna)

= Resg Z2s+1]

1

1 - - 2s
— 1 1 2s - — (1 / / )
(29)! (1+Ina) (2s)! ( + @107 + ¢2¢2)
Ein Pfadintegral bietet sich nun an, um die Zustandssumme fiir ein System, dessen
Hamiltonoperator nur aus Spinoperatoren besteht, zu berechnen. Aber auch andere
Observablen konnen wichtig sein, sodass wir allgemein einen Operator A, welcher
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auch aus Schwinger-Bosonen besteht, betrachten und wie immer 3 > 0 setzen.
Dann ergibt sich die partielle Spur;;  im Unterraum mit Hilfe der Spur im gesamten
Fockraum durch

Spury; [A] = Z (mlA|m), = Z (ng,np| APs |ng,np) = Spur [AP] .

meM Na,Np

(4.19)

Nun ergibt sich:

s [0 = [ [ 11 ot 5 (o],
a=1

/ H H dgi)gjz% <¢o‘ e i 102 4%) ‘¢M71>“.

: <¢1] (:e*%A: +(’)(52A2)) P, ’¢0> o~ T ok

Dies geschieht wie iiblich durch (M — 1)-maliges Einfiigen der Identitiit des Fock-
raumes, mit den Notationen ¢ = Bh/M und ¢° = oM = ¢. Bis auf das letzte
Matrixelement unterscheidet sich dies nicht vom bekannten Pfadintegral, sodass wir
erhalten:

M
- 2—:1 " -p*

spur [¢ 4P| = lim 1 / o 2iks / HH dgkds,
M—o0 2T 0 271

M JE—
) H exp [eiélk)\ o p1— S

h
k=1

A, eidlk/\qsk—l)} '
(4.20)

Wohlgemerkt ist hier das Kronecker-Delta nur fiir die zusammenfassende Form er-

forderlich und der Punkt steht wie immer fiir das Skalarprodukt. Eine Anwendung

dieses Spinpfadintegrals wird im nichsten Abschnitt anhand des Heisenberg-Modells
geschehen.

4.5. Zustandssummen im Spinraum

Aus der statistischen Physik ist bekannt, dass die die grokanonische Zustandssum-
me Z (1) durch den Hamiltonoperator des Systems und ein chemisches Potential 4
gegeben ist:

Z(u) = Spur [e_B(H_“N)} , mit N = ala+ bt (4.21)
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Dabei kann die Teilchenzahl jeden beliebigen Wert annehmen, welche in unserer
Betrachtung gerade 2s entspricht, d. h.

Z(w) = 32 (nasmo| e P [, my)

Na,Np
o 3 2s _BH
=3 (™) X dml e ),
25=0 mEMs
oo
25=0
= Z(y) , mity = ¢® | und Z, = Spur [e_BH PS} . 4.22)

Dabei stellt Z; die gewohnliche kanonische Zustandssumme, im jeweiligen Unterraum
gebildet, dar. Diese wollen wir im nichsten Abschnitt fiir das Heisenberg-Modell
auch berechnen. Es wird sich jedoch als niitzlich herausstellen den Faktor 72* bei der
Berechnung mitzufiihren und den Weg iiber die grokanonische Zustandssumme zu
gehen.

Entscheidend ist noch folgende allgemeine Eigenschaft fiir das chemische Potential
von Bosonen zu erwihnen:

w< min{ (na)| H |(na)) | 38Va €I ng = %} = Emin - (4.23)

In Worten ist das chemische Potential demnach immer echt kleiner als das niedrigste
Einteilchenenergieniveau.

4.6. Pfadintegral fiir mehrere Spins

In diesem Abschnitt mochten wir das Spinpfadintegral im Hinblick auf das Heisenberg-
Modell entwickeln. Da man es in diesem mit N Spins zu tun hat, fithren wir fiir jeden
einzelnen Gitterplatz Schwinger-Bosonen (a;, b;) ein. Es muss nun auch jeweils die
entsprechende Einschrinkung auf den Unterraum gelten, d. h.

a;-rai + b;rbl =2s Vi, a=(a1,bi,a2,be,...,bN), a;=(a;b;), (4.24)

welche wiederum durch entsprechende orthogonale Projektoren
L (27 ixalaisbibi—2s)
Pi=— d\ M 4T 0imes (4.25)
’ 2 0

reprisentiert wird. Der fiir uns wichtige Unterraum wird also durch den Gesamtpro-
jektor

Qs =[] P (4.26)

abgebildet. Es ist jetzt aber zu beachten, dass die von uns genannten spinkohérenten
Zustdnde nun folgende Gestalt annehmen:

Qs19) = | (M 61,6™n, ¥y, Ny ) ) = [O(N) - (427)
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Nun kann analog zu vorhin die Spur, mit Hilfe von (4.19), fiir einen Operator A
berechnet werden:

sl 0]« [ | %] o (oleale). wan
1

Auch hier kommt man mit den iiblichen Notationen und dem Einfiigen der Identitit zu
einem Pfadintegral. Wie vorhin ist hier nur auf das letzte Matrix-Element zu achten,
da alle anderen schon bekannt sind.

Spur [e‘ﬁAQS} =

2w M 2N — ik B
= hm 72'LA S ¢]g{d¢a e Zi\il ¢k¢k
Mmeedo 52 1 k la= 1 2
€4
Hexp [q’)k PF 1l — - Ak, ¢k~ 1)}
oxp |91 B0 — ZA(@ ()] . (4.29)

Es bietet sich hier keine einfache iibersichtliche Schreibweise an, sodass wir die
Notation ®(\) bestehen lassen. Anhand des Heisenberg-Modells wird im néchsten
Abschnitt sowohl eine Anwendung des einfachen Spinpfadintegrals sowie des gerade
beschriebenen Spinpfadintegrals fiir NV Spins demonstriert.



5. Heisenberg-Modell mit Pfadintegralen

Das allgemeine Heisenberg-Modell lautet bekanntlich

N
H=) J;Si-S;—B-)_ S, (5.1)
i.j i=1

wobei in den am hiufigsten betrachteten Fillen die Kopplungskonstanten .J;; nur
fiir nichste Nachbarn nicht verschwinden. Im einfachen Fall des hyperkubischen
d-dimensionalen Gitters betrdgt die Anzahl der ndchsten Nachbarn fiir einen Spin
z = 2d. B ist ein duBleres homogenes Magnetfeld, welches auf jeden der N Spins
wirkt. Da wir nun im Folgenden das Verhalten im Grenzwert unendlicher Dimension
erldutern mochten, wihlen wir das vereinfachte isotrope Heisenberg-Modell und
skalieren die Kopplungskonstanten entsprechend:

J N
H=-2-Y'8;-S;-B-)_S; (5.2)
=1

Hier und im weiteren Verlauf steht (i, j) fiir die Summierung iiber ndchste Nachbarn.
Das Modell (5.2) werden wir im Weiteren betrachten, jedoch zur Einfithrung den
Pfadintegralformalismus in einem einfachen und wichtigen Beispiel erldutern. Dieses
Ergebnis verwenden wir dann weiter fiir das oben genannte Heisenberg-Modell und
werden am Ende den Grenzwert unendlich hoher Dimensionalitit, ebenfalls mit Hilfe
von Pfadintegralen, betrachten.

5.1. Spin im Magnetfeld

Befassen wir uns zu Beginn mit dem Fall eines Spins der Grofie s in einem Magnetfeld
B, welches die z-Richtung definieren soll, so erhalten wir durch Einfiihrung der
Schwinger-Bosonen den Hamiltonoperator

B
H=-B-S=-B5 == (ala—b) = —r (ala - bp) . (5.3)
Die kohirenten Zustinde sind fiir ¢ = (¢1, ¢2) € C? durch

1p) = e®2" |0} | mital = (af, b1 (5.4)

gegeben und alle anderen Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt werden
iibernommen. Wir stellen nun fest, dass wir 72*Z, umschreiben konnen als

V257, = Spur |e AH-pala)p | (5.5)

27



28 5. Heisenberg-Modell mit Pfadintegralen

sodass wir darauf das Spinpfadintegral (4.20) anwenden konnen:

1 27r ¢k d@k
2s 7 . —21)\5 Yoo
s = lim —
K Mo 27r/0 /[H 11 2mi

k=1a=1

o= AL, R0k

M
T exo [0 (¢5 - @4 = ZH(¢*, 04 + g ¢" )|
k=1
Das Symbol des Hamiltonoperators ist nun gegeben durch

H(@" 1) = —r (ofoh " — ohab ") . (56)

wodurch weitere Zusammenfassungen méglich sind. Es ergibt sich nun:
2 —
ddodda | _g. _B(H—
2, o 0| —B(H—puN 0
VSZS_/[H;Ti]e¢¢<¢‘e ( u)ps‘¢>
ok JAE —
H [ %ad0a| o~ oot
” 271

=1
M - _
Lo 690 (e (145 40) #3865 (1 5 )

= lim / dA _QMS/
M—o00 27

k=1
Lo dekdgk
= i T 721)\5 a®Pa |
Moo 27r/0 /[HE[ omi
M
cexp |— Y ¢RIk — Z R0
jk=1 jk=1
Dabei ist
1 —aet?
—a 1
R* = ,mita:1+£(uir). (5.7)
M
-« 1

Die Dimension der zwei Matrizen ist immer M x M und wir konnen die Elemente
explizit aufschreiben:

Rij = 6ij —e®ig 1, mit M +1=1und R=R*. (5.8)
Die konjugiert-transponierte Matrix lautet dann

R;rj = 5ij — e 5M’(5 G+l (5.9

),

woraus folgt, dass RT jeweils normale Matrizen sind. Demnach konnen diese GauBin-
tegrale mit Hilfe von (A.14) ausgewertet werden.
1 2m ) 1
V27, = lim - / dre 2 [det(R*) det (R)]
0

M—o0 27
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1 [27 . . B M
= lim o dhe 25| [1— ¢ (1 + M(,u + 7‘)) .

(i <1+Ag<u_r>)M)]l

1 [27 ) . . —1
- dX\ 6—21)\3 [(1 _ ,yez)\eﬁr> (1 _ ,yez)\e—ﬂr)}

o 27T 0
1 /277 o—2i)s
= — d\ . . mit ¢ = 7"
27 Jo (1 —cyeit) (1 — Lyeir)”
B 1 /27rd)\ Z'e—i)\e—i)\(Qs-i-l) 1
~2mi 1,-ix _ 1,-ix _ 1) 2
Se c) (e :
2s+1
_ 1 dz 2% 728
= —
271 j2l=1 (z=c)(z—2)
/’/'/f - o ™
// : ™
/ N
."ff ..\I\'\
{ \
.|I - " ll
T * + T
II l c |||
. z
\\I\ f}."
\ f__."
\‘\\ //'/
/
525+1

= ~2s Z Res,

1
\a|<;

5 225+1
= S Re N
L R RS ey

_oas 1 25+l _ 1
- L1 25 +1

C

5. Sinh (£ BB(2s + 1))
sinh (%B/B) '

(z =)z~ ¢)

22541
Res, [(z R z>]>
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In der Rechnung wurde benutzt, dass das Wegintegral beide Residuen einschliefit, was
in der Tat durch (4.23) gerechtfertigt wird:

1 1
U< —r = :e—/gﬂ>€6T:max{c’} . (510)
o C

Da wir nun fiir einen beliebigen Spin s die kanonische Zustandssumme Z; bestimmt
haben, kénnen wir auch die groSkanonische angeben. Diese berechnen wir ebenfalls
mit Hilfe eines Pfadintegrals fiir kohirente Zustinde:

dokdok
Z2() :]\/}li)noo [HH 21

.kI;[lexp [(g.(ﬁk*l_%H((bk’(bkfl)_i_%ﬂg_d)kfl)] .

e Ziwzl gd)k .

Die Berechnung ist wesentlich einfacher, da die A-Integration wegfillt und sonst
alles identisch bleibt. Man erhilt die gleichen Matrizen und damit auch die gleichen
Determinanten. Dies alles ergibt:

200 = g [(1- 0 o) (1= )]

M—o00
= [(1=2e) (1=e)]
BECERIF R

Das Ergebnis wird durch einfaches Auswerten der geometrischen Reihen in (4.22)
bestitigt, deren Konvergenz ebenfalls durch (5.10) gesichert ist. Wir fassen zusammen,
dass fiir einen Spin vom Betrag s im Magnetfeld der Grofie B

sinh (£ BB(2s + 1))

Zs = sinh (%BB) .11

fiir die Zustandssumme gilt. Ist dagegen jede Grofle des Spins moglich, erhalten wir
die groBkanonische Zustandssumme

1
Z(v) = (1 — 65(H+B/2)) (1 — eﬁ(u—B/2)) .

(5.12)

Interessant ist noch die Erwihnung des mittleren Spins (in z-Richtung), welchen man
gemil des bekannten Zusammenhangs berechnen kann:

1 d 1

Entsprechend findet man fiir die Fluktuationen

(S: — <SZ>)2 1 1

(S2) B ﬁ \/ yeBB/2 ’

(5.14)
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welche die Schirfe der Verteilung angeben. Diese Ergebnisse sind thermische Mit-
telwerte und sollten nicht mit Erwartungswerten der Spinoperatoren in kohédrenten
Zustinden, z. B.

(S2)g = W = % (101 — Pa2) . (5.15)

verwechselt werden. Dort wird die Verteilung, wie man es fiir Vielteilchensysteme
kennt, fiir wachsende Erwartungswerte auch immer schirfer um diesen Mittelwert
lokalisiert.

5.2. Heisenberg-Modell in Molekularfeldniherung

Nun wenden wir uns wieder dem Heisenberg-Modell zu und berechnen die Zustandss-
umme in einer Molekularfeldnidherung:

J N J
H:—Qd;si'sj—B-;si:—Zsr 4d.|ZSj+B . (5.16)
,j 1= ¢ JU5,4)

Hier lauft die zweite Summe unter der Nebenbedingung, dass die Spins j in Nachst-
nachbar-Wechselwirkung zum festen Spin ¢ stehen. Da aber auch iiber jeden Spin ¢
summiert wird, werden die Paarungen doppelt gezihlt. Alles zusammen ergibt:

J . 1
H:_Zsz-. [2 <S>i+B} , mit <s>i52djlz S; . (5.17)
! (G20)

Die Molekularfeldniherung setzt nun genau dort an, indem dieses gemittelte Feld
unabhingig vom betrachten Spin ¢ ist, d. h.:

Sy, = (S) = (S), fiiralle i . (5.18)

Damit reduziert sich das Heisenberg-Modell auf das im letzten Abschnitt berechnete
Problem.

. J
H:—BM-ZSi, mit By = 7Sy + B (5.19)
— —BuY S (5.20)

Hier legt nun das Molekularfeld die z-Richtung fest. Im Gegensatz zu vorhin handelt
es sich nun um NV Spins, sodass man das eingefiihrte Spinpfadintegral fiir mehrere
Spins benutzen kann. Mochte man die kanonische Zustandssumme berechnen,

v*$Zs = Spur [e_B(H_“aT'a)QS}

2N

-/ [H d%d%] e (] e PUTml R 1)

21
a=1
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so erkennt man mit (4.29), dass es sich um N gleiche Faktoren handelt. Das Ergebnis
ist jedoch aus dem letzten Abschnitt bekannt, sodass man hier nichts Neues berechnen
muss. Man erhilt demnach

N

’ [sinh (3BmB(2s + 1)) (5.21)

sinh (%BMﬂ)

fiir die Zustandssumme.

Unter der Annahme, dass der mittlere Spin in z-Richtung zeigt, leiten wir eine
Selbstkonsistenzbedingung fiir diesen her, welche in der Molekularfeldnidherung erfiillt
sein muss. Es gilt namlich mit |B| = B folgender Zusammenhang:

(5%) = 5aghn[(20%]
(2s+1) B

:2cm%¢%+n<3+;waﬂ—;mmﬁ<3+jwﬂﬂ

Der mittlere Spin gibt die Magnetisierung pro Gitterplatz an, die man durch Losen der
Selbstkonsistenzgleichung erhilt. Durch eine Niaherung fiir kleine Magnetfelder ist
dies sogar analytisch moglich ist, auf was wir nun jedoch nicht eingehen mochten.

5.3. Heisenberg-Modell in unendlicher Dimensionalitéit

Wie eingangs erwihnt betrachten wir das Heisenberg-Modell in einem einfachen
hyperkubischen Gitter, sodass die Anzahl der nédchsten Nachbarn z = 2d betrigt.
Im Grenzfall d — oo wichst somit auch die Summe der Wechselwirkungspaare. Es
existiert demnach kein Unterschied zwischen dieser Limesbildung und dem Grenzfall
unendlich hoher Dichte, welcher ausfiihrlich und mathematisch von Paul A. Pearce und
Colin J. Thompson in [PEA] und [THO] behandelt wurde. Diese Arbeiten zeigen, dass
man die Ergebnisse der Molekularfeldnidherung als Losung des exakten Heisenberg-
Modells im Grenzfall hoher Dichten bzw. hoher Dimension erhilt.

Ein weniger rigoroses, aber physikalisch verstiandliches, Argument mochten wir
mit Pfadintegralen fithren. Die benutzte Methodik wurde noch nicht vorgestellt, folgt
aber weitgehend [NEG] und [GEOQ], in welchem die sogenannte Cavity-Methode fiir
das wesentlich einfachere Ising-Modell behandelt wird. Die Ubertragung auf das
Heisenberg-Modell wird dort jedoch nicht gefiihrt, was wir nun als Anwendung des
Pfadintegralformalismus darstellen mochten.

Heisenberg-Modell in Schwinger-Bosonen

Wir nehmen wieder das isotrope Heisenberg-Modell fiir N Spins auf einem hyperku-
bischen Gitter hervor. Dieses kann man wie zu Beginn des Abschnittes erwihnt durch
Einfiihrung mehrerer Kopplungskonstanten .J;; verallgemeinern, was wir jedoch nur
zur vereinfachten Schreibweise tun werden, d. h.

N J L
. ) =45 4,7 nédchste Nachbarn
H = E JZJSlS]—B E S; , mit Jij = {0 4d sonst . (5.22)
©,] i=1
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Um das Verhalten in hohen Dimensionen zu betrachten, lohnt es sich einen Spin
herauszugreifen und zu betrachten. Sei dieser Spin derjenige am Gitterplatz ¢ = o,
dann gilt fiir den Hamiltonian:

N
H=-B-So+ Y JoiSo-Si+ | > JiSi-S;—B-> S;| (523
=1 1#0,j7#0 i#o0
= H,+ Ho+ Hr . (5.24)

HF ist der Hamiltonoperator fiir ein Heisenberg-Modell ohne den genannten Spin an
der Stelle ¢ = o. Es entsteht demnach ein Modell mit einer Fehlstelle.

Nun fithren wir, wie schon in der Molekularfeldniherung, fiir jeden Gitterplatz
Schwinger-Bosonen (a;, b;) ein und beriicksichtigen die Einschrinkung (4.24). Das
Magnetfeld soll wie iiblich die z-Richtung festlegen.

H, = —g (alao - bj,bo) (5.25)

% [(alaoajai) + (albobjai) + (blaoajbi) + (blbobjbi) — 45*

NE

Ho =
=1
(5.26)

H r hat offensichtlich die Struktur von beiden Ausdriicken, was im weiteren Verlauf
jedoch unwesentlich ist. Wichtig ist es nun

H = H(at a) = Ho(ala ao) + HQ(aTv a) + Hp ((a;‘[)i#oa (ai)i;ﬁo> (5.27)

festzuhalten, wobei hier die eingefiihrte Notation fiir Schwinger-Bosonen, insbe-
sondere a; = (a;, b;), verwendet wurde. Mit diesem Ergebnis iibernehmen wir das
Spinpfadintegral fiir N-Spins:

or | N M 2N

_ . dAj oy dkdgk
Spur [e ’BHQS} = \im HzTrje o /LUlHl o ]

0|5
M k. ok M T 19
—3M . pke [ kg1 _ S g(ak kfl}_
e [[exp|¢" 07! — - H (" ¢
k=2
-9 €

exp [ @1 @°(\) = ZH(¢',0°()] - (528)
Nun ist die Idee, dass wir die A-Integration nach allen Spins, bis aus auf den Spin mit
¢ = o, zumindest formal ausfiihren. Diese Integration wirkt auf den letzten Faktor, da

dieser von allen \; abhiingig ist, sodass es erst einmal notwendig ist das Symbol von
H in diesem Fall umzuschreiben:

Ho(¢",8°(\) = H, (04, 941), (€03, ¢ 65.1)) (5.29)

B /— . - 4
= =5 (@™ 0) — oL 00 ) = N Ho(¢!,¢°)
(5.30)
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Den Quellenterm H benétigen wir spéter in einer Kontinuumsniherung:

Ho(¢", ¢" 1) ijs’“ b mit $k = <¢k‘ S; ‘¢k—1> . (5.31)
Entsprechend zu H, erglbt s1ch das letzte Matrixelement einfach als
N
Hq(¢',@°(\) =) J,e/Ntr)s) . 8] (5.32)
j=1

Hier wurden die Spinoperatoren durch Schwinger-Bosonen in komplexe Zahlen iiber-
fiihrt und letztendlich als klassische Spins umgeschrieben. Dies hat den Vorteil, dass
wir die Darstellung als ein Feld

JE = J,8k, (5.33)

welches auf den i-ten Spin wirkt, interpretieren konnen.

Nun berechnen wir, wie beschrieben, die Integration im Spinpfadintegral. Dabei
kann man fiir H auch die ¢-Integrationen ausfiihren, was im Gesamten die Zustands-
summe Z fiir ein Heisenberg-Modell mit einer Fehlstelle liefert.

2 . Tk dok doF - dok
Spur [e=1Q.] = gim [ Do s /[H dekdgk dof, ¢o+1]
k=1

M—oco g 27 2me 2me

o~ AL (FEokeE ek

: ﬁexp [euo&lk <<¢k¢k i ¢O+1¢O+1) HO(¢k’¢k—1))} .
k=1

- Zp VWL mitd = Jy,...,Iy) . (5.34)

Der erste Teil der Formel ist in der Tat das schon geloste Problem, jedoch wird die
weitere Berechnung durch den scheinbar einfachen Ausdruck eI behindert. Die
weitere Analyse im diskreten Pfadintegralformalismus ist weder iibersichtlich noch
einfach auszufiihren, sodass wir die weiteren Ideen in der Kontinuumsbeschreibung
erkldren mochten.

Sichtweise des kontinuierlichen Pfadintegrals

Der zusitzliche Faktor in (5.34) beinhaltet die Integration nach allen verbliebenen
¢-Variablen. Damit die wesentlichen Dinge zu erkennen sind, verwenden wir hier die
iibersichtliche kontinuierliche Schreibweise (siehe (3.38)):

Zp VI E/D[¢] exp [_ /OﬁdT (zp() W( )+H (P(r )nl)(r)))}

cexp | — / dry " Ji(7) (5.35)

i#0

= Zp <exp —/ dry " Ji(r) > . (5.36)
i#o

L 4°F
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Hier bezeichnet 1) das Tupel von komplexen Zahlen ¢, in welchem ¢, und ¢,+1
entfernt wurden. Wie man sieht, kann man die Exponentialfunktion als thermischen
Mittelwert zu H r ausdriicken und demnach gilt auch

B
W[J]=1n<exp —/0 dry " Ji(7) - S(7) > : (5.37)

i#o0 P

Nach [NEG] erhilt man, analog zur statistischen Mechanik, die Erwartungswerte von
Si(7), durch Ableiten, d. h.:

ow

ST | = (S} (1) » mity € {z,y,2} . (5.38)

J=0

Entsprechend liefern hohere Ableitungen die verbundenen Korrelationsfunktionen
zwischen den Spins:

52w

Ty i CHOTACIY
= <53(7)53,’ (T')>C (5.40)

F

— (SO (ST ), 639

F

Mit diesen Ergebnissen konnen wir das Funktional T nach den Quellen J;' entwickeln.
Niheres dazu findet man zum Beispiel in Falle des Ising-Modells in [GEO]. Die
auftretende Integrationskonstante bezeichnen wir mit C' und dann gilt:

WA =C+)_ [(—711‘)"
n=1

/dT1 Z ()T (T <SA’1 T1) SZ:L(Tn»; :

i1 zn;éo Y1 In

Da die Kopplungskonstanten exponentiell als Funktion des Abstandes abfallen, redu-
ziert sich diese Entwicklung im Grenzwert d — oo auf den ersten Term, d.h. n = 1.
Physikalisch bedeutet dies, dass die Korrelationen zwischen den einzelnen Spins
verschwinden und unsere Funktion in die einfache Gestalt

WI[I(r)] — C — Z/ dr Ji(7) - (Si(7)) p (5.41)
i#0
tibergeht. Wenn wir dies folgendermalien umschreiben,
Y Ji(r) - (Si(m)p = 8o(7) Y (Si(m))p Jio = So(7) - B(r) = So(7) - B,
i#o i#o

erhalten wir das folgende Ergebnis:
- B
W) — C—B- / dr So(7) . (5.42)
0

Dies ist wieder das bekannte Problem eine Spins im Magnetfeld, was wir zeigen
wollten.
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5.4. Ausblick

Ziel dieses Abschnittes war ein qualitativer Uberblick iiber die Pfadintegralmethoden
im Hinblick auf das Heisenberg-Modell im Grenzwert hoher Dimensionen. Sowohl die
Berechnung des diskreten als auch des kontinuierlichen Pfadintegrals konnen genauer
ausgefiihrt werden, was man auch tun muss um wirklich das Molekularfeldergebnis zu
erhalten. Wir wollen es jedoch bei der skizzierten Idee belassen, da die wesentlichen
und erklidrenden Rechnungen schon fiir das Beispiel des Spins im Magnetfeld gefiihrt
wurden. Diese zeigten, dass man die kompliziert aussehenden Pfadintegralformeln
exakt auswerten kann und auch die richtigen Ergebnisse erhilt.

Pfadintegrale sind ein wichtiges Werkzeug der Physik, welches vor allem in der
Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie verwendet wird. Aus dem Grunde wurde
in dieser Arbeit der kanonische Formalismus hergeleitet und im Hinblick auf Viel-
teilchensysteme verallgemeinert. Das dargestellte Spinpfadintegral zeigte, dass der
Formalismus mitnichten starr und unhandlich ist, sondern beliebig angepasst wer-
den kann um korrekte Ergebnisse in der jeweiligen Situation zu erhalten. Der letzte
Abschnitt demonstrierte zudem, dass auch die Kontinuumsversion hilfreich und fiir
konkrete Rechnungen geeignet ist.



A. Anhang

Der mathematische Rahmen der Quantenmechanik besteht aus einem meist separablen
Hilbertraum H, dessen Strahlen physikalische Zustinde darstellen. Als Reprédsentant
wird immer ein normierter Vektor aus H gewihlt. Eine Observable wird durch einen
selbstadjungierten linearen Operator A : H O D(A) — H beschrieben. Der De-
finitionsbereich ist selten wirklich der gesamte Hilbertraum, sodass wir diesen im
Folgenden immer angeben werden.

Sei nun H = L?(R?) der komplexe Hilbertraum der quadratisch Lebesgue-integrier-
baren Funktionen. Zur Vereinfachung schreiben wir sowohl |¢)) als auch ¢ fiir einen
(normierten) Vektor aus H.

A.1. Ort- und Impulsoperator
Der Ortsoperator ist ein Multiplikationsoperator, fiir den mit ¢ € {1, ..., d} gilt:
X;:D(X;) — H, mitD(X;) = {1/) eH ‘ /dx]aﬁiw(x)]2 < oo}

(Xiyh) (x) = zip(x) -

Man fasst diese d Operatoren zu einem vektorwertigen Operator zusammen:

Xi
X=|:],mitDX)=D(X;)N---ND(Xy) . (A.1)
Xd
Der Impulsoperator ist ein Differentiationsoperator, fiir den mit ¢ € {1, ..., d} gilt:
. 0
P :DP) — H,mitD(P)=<¢yeH dx 3 P(x)| < 0o
Z;
h 0
(Pa) (x) = 5 5 -1o(x)

Auch hier definiert man analog einen vektorwertigen Operator P = %V.

A.2. Verallgemeinerte Eigenvektoren

Ein lineares Funktional 7' : H O D(T) — C mit T' # 0 heiBt verallgemeinerter
Eigenvektor des Operators A zum Eigenwert A € C, wenn gilt:

T(Ay) = AT () , fiiralle 1 € D(A) C .. (A.2)

Die Zahl X liegt dann im Spektrum von A.

37
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A.3. Orts- und Impulseigenvektoren

Wir definieren nun die verallgemeinerten Eigenvektoren des Ortsoperators X und des
Impulsoperators P. Die Delta-Distribution bzw. die Fouriertransformation, ausgewer-
tet an einer Stelle, erfiillen jeweils die Bedingung (A.2), wie man leicht nachpriift. Als
Notation fiithren wir ein:

(x| = 0x(-) , als verallgemeinerter Eigenvektor von X zum Eigenwert x , (A.3)

(p| = F(-)(p), als verallgemeinerter Eigenvektor von P zum Eigenwert p. (A.4)

Hier bezeichnet F die Fouriertransformation auf L?(R%). Die obigen Symbole sind
als Funktionale wohldefiniert, aber man moéchte auch zugeordnete Ket-Vektoren
entwerfen. Diese existieren jedoch nicht als Vektoren im Hilbertraum, sodass man
sich auf folgende symbolische Notation zuriickzieht,

d
— 5@ (x . E< 1 ) ip A5
%) (x—), [p) 57 ) (A.5)

wobei hier die Deltafunktion als Grenzwert einer Funktionenfolge und der Punkt
fiir die Variable der Wellenfunktion steht. Diese Ausdriicke sind deswegen nur unter
einem Integral sinnvoll und wohldefiniert.

A.4. Trotter Produktformel

Seien A und B selbstadjungierte lineare Operatoren in H und die Summe A + B sei
ebenfalls selbstadjungiert auf D(A) N'D(B), dann gilt

S—lim <eitA/neitB/n>n — eit(A+B) (A 6)

n—+00 )
und

s-lim (e_tA/"e_tB/”)n = ¢ HA+E) , furt > 0. (A7)

n—00

Hier steht s-lim fiir den Grenzwert in der starken Operatortopologie.

Beweis: 1. Fall: Wir beweisen zuerst den einfachen Fall, in welchem A und B
beschrankt sind. Setze dafiir

S, = eit(A—i—B)/n T, = eitA/neitB/n

, und

und betrachte:

n—1 n—2
Sh—Ty=Sp+> TSy =Y Tattsy =t —1p
k=1 k=0

_ZTkSn k ZTk’—i-lSn k—1 ZTk Sn k—1
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Beachtet man, dass

”Sn_Tn”:
it it it
'(]l+(A—|—B)+---> — <11+A—|-~~-> (]l—i—B—!-"')H
n n n

1
< C1—5 , mit C als Konstante, fiir n groB§ genug,
n

gilt, dann folgt sofort

n—1
1S5 =TI < D NTall® 190 = Tl 118l
k=0

n—1 n—1
< maxc || Tall I1Sull |- D110 — Tl
k=0
< n|S,, — Tyl|elIAIFIBIE

1
SOQ* — 0
n

2. Fall: Der allgemeine Fall wird mit dhnlichen Ideen in [RSI] behandelt. O

Der Satz gilt iibrigens auch unter der schwécheren Voraussetzung, dass A + B nur
wesentlich selbstadjungiert ist.

A.5. Tensorprodukt von Hilbertriumen

Fiir zwei Hilbertraume 7 und Hs mdchte man einen Produktraum definieren, wel-
cher ebenfalls wieder ein Hilbertraum ist. Ein Hilbertraum A mit einer bilinearen
Verkniipfung

®: Hi X Hoy — H
(z,y)—zRY

heilt Realisierung des Tensorproduktes von H; und Ho, wenn folgende drei Eigen-
schaften erfiillt sind:

(D lin{z®y| z € Hi, y € Ha} istdichtin H (A.8)
(2) (z@y| 2’ ®@y') = (@]a)1(yly)2 firalle z, 2" € "1, y,y' € Ha (A9)

Wir schreiben dann H; ® He = H und sprechen vom Tensorprodukt von Hilbertriu-
men. Wohlgemerkt haben wir nicht die Existenz einer Realisierung des Tensorproduk-
tes bewiesen, was jedoch durch eine konstruktive Definition des Tensorprodukts, zum
Beispiel in [GOL], getan wird. Diese zeigt librigens auch, dass alle Realisierungen des
Tensorprodukts von #; und s isomorph zueinander sind, sodass man sich wirklich
auf die Eigenschaften (A.8) und (A.9) beschrinken kann.
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A.6. Ein unendlich dimensionales Integral

Um ein einfaches Beispiel eines Integral mit unendlich vielen Integrationen zu de-
monstrieren, betrachten wir das N-dimensionale GauBintegral mit x,b € R" und

einer symmetrischen positiv definiten Matrix A € RV*/V:
1.7 A—1
1 1pTA-1p
s / dNx e Axtxb _ €1 (A.10)
N/ det(A)

Das ist ein bekanntes und durchaus interessantes Ergebnis, da die Formel auf der
rechten Seite fiir beliebiges V gilt.

Die Formel mochten wir verallgemeinern und gehen nun von einer Folge von
reellen Zahlen b = (by, b, - - - ) und einer Folge von positiven Zahlen (A1, Ag, - - )
aus. Letztere ordnen wir, fiir ein endliches /V, in einer Diagonalmatrix an:

A1 b1
Ay = , by = . (A.11)
AN by
Das heifit, wir konnen (A.10) fiir jedes N € N anwenden. Wenn nun sogar die

Ausdriicke Y°7% , b2\, und ]2, A, existieren, ergibt sogar der Grenzwert N nach
unendlich einen endlichen Wert. Wir schreiben dann

o da T dx dx r
i | g—xTAxtxb — L 22N —xTAnx+xby (A 12
/L:“/E]e N VT ﬁe A1

Wohlgemerkt hat hier x links und rechts verschiedene Bedeutungen. Nun kdnnen wir
in der Tat dem unendlich dimensionalen Integral einen Wert zuordnen:

1 o] 2y—1
/["" dxi] T Axbn _ €11 N (A.13)
7

i—1 \/77- vV zozl /\k

A.7. GauBintegral fiir normale Matrizen

Sei A eine M x M positiv definite normale Matrix und z € C dann gilt:

/

Beweis: Die normale Matrix A konnen wir in Diagonalgestalt D transformieren. Teilt
man dann z = x4y in Realteil und Imaginirteil auf, sodass z’ Dz = x! Dx+y! Dy
gilt, hat man das bekannte GauBintegral (A.10). Wurzeln von komplexen Zahlen sind
immer als deren Hauptwert (principal value) zu verstehen. ([l

M

dzZrdzy _7T A 1
Zas = . A.14
115 ]e det(A) (A-19)

A.8. GraBBmann-Algebra

Definition der GraBmann-Algebra

Um die charakteristische Antivertauschungsrelation fiir Fermionen zu beriicksichtigen,
ist es notwendig sich auf eine antisymmetrische Struktur zu beziehen. Eine Gramann-
Algebra ist ein 2"-dimensionaler komplexer Vektorraum G mit einer assoziativen
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Multiplikation! A : G x G — V, fiir welchen n linear unabhingige Elemente
{ni} € G und eine Eins 1 € V existieren, sodass folgendes gilt:

(a) Die Elemente antikommutieren:

ni Anj =—mn; An; furalled,j € {1,...,n} (A.15)

(b) Jedes A € G hat folgende Form:

n
A=cl+ Zcini + Z CirigNiaMip T+ + Z Ciyin iy ** Min
=1 11 <ig 11 <i9<-<iIp

(A.16)

Dabei gilt ¢c; € C fiir jeden genannten Index I und 7;m; = 1; A 7);.

Man nennt die Menge {1,71,...,n,} die Erzeuger der GraBmann-Algebra G. Im
Folgenden wird das Einselement nicht mehr explizit ausgeschrieben, sodass man nur
noch von den Erzeugern {7;} spricht. Die Elemente der GraBmann-Algebra nennt
man auch hiufig Grafimann-Variablen.

Fiir die genannten Zwecke reicht die Definition noch nicht aus. Wird die Algebra G
von einer geraden Anzahl von Elementen erzeugt, so kann man diese in zwei Menge
{m,...,nn}und {7, ...,7,} aufspalten und eine Konjugation * auf G durch

(m)" =7 ()" =mi (A.17)
(M + B)* = \A* + B* (A.18)
(AB)* = B*A* | firallei € {1,...,n}, A, B€G, AeC (A.19)

definieren, wobei \ die normale komplexe Konjugation bezeichnet.

Die Erweiterung auf eine unendlich dimensionale GraBmann-Algebra mit abzdhlbar
vielen Erzeugern ist auch moglich, wobei sich dann (A.16) in eine unendliche Summe
vergroBert, jedoch alle anderen Eigenschaften unverédndert bleiben.

Differentiation und Integration in der GraBmann-Algebra

Nun mochten wir eine Ableitung und Integration fiir GraBmann-Variablen definieren.
Dabei handelt es sich jedoch um rein algebraische Formulierungen und diese sollten
auch so aufgefasst werden. Um dabei den Sprachgebrauch zu iibernehmen spricht man
meistens von Funktionen, die differenziert und integriert werden, meint jedoch immer
GraBmann- Variablen. Zum Beispiel schreibt man (A.16) folgendermafien um:

f(ni) = Ao+ m A1, mit Ag, A1 € G . (A.20)

! Assoziative Multiplikation bedeutet hier explizit, dass fiir alle a, b, ¢ € G, und X € C gilt:
(1) (anb)Aec=aAN(bAc)

2) an(b+c)=aAb+aAcund (b+c)Aa=bAa+cAa

3) MaAb)=Aa)Ab=aA(Ab).
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Dabei enthalten die Koeffizienten wohlgemerkt nicht die GraBmann-Variable ;. Moch-
te man zwei bestimmte Erzeuger herausheben, benutzt man ebenfalls an Funktionen
angelehnte Schreibweisen:

9(M;,m;) = Bo + n;B1 +1;B1 + m;n; Bz - (A.21)

Wichtig in diesem Zusammenhang ist, dass man auch jede analytische Funktion
h:C — Cmit h(z) = 332, hxz" auf GraBmann-Variablen fortsetzen kann:

h(n:) = ho + nih1 - (A22)

Alle hoheren Potenzen verschwinden aufgrund der Antivertauschungsrelation, was
die Rechnungen in der GraBmann-Algebra sehr vereinfacht.

Man definiert nun die Ableitung und das Integral von einer Funktion f folgender-
malen:

0
/dmfz 6;’; = A, . (A.23)

Zu beachten ist, dass somit eine Linksableitung und Linksintegration definiert ist, da
ein Vertauschen von zwei GraBmann-Variablen ein Vorzeichen einbringt. Die Uber-
tragung auf die Funktion g und Mehrfachableitungen funktioniert mit den iiblichen
Regeln der Analysis, bzw. als Nacheinanderausfithrung. Es existieren auch besondere
Produktregeln und partielle Integrationen, die man sich leicht herleiten kann.

Der fiir uns wichtige Zusammenhang ist jedoch die Integration der Gau3funktion
analog zum komplexen Fall:

M
/ [H dnkdnk] e AN — det(A), mitn = (1. .., ma0) 7 (A.24)
k=1

A.9. Erweiterter Fockraum

Der bekannte Fockraum F () wird zu einem sogenannten erweiterten Fockraum Fg,
wenn man ihn um die Gramann-Algebra G erginzt. Dazu definiert man, analog zur
skalaren Multiplikation in einem Vektorraum, eine Verkniipfung

S GxF—Fg, ¥)r—n- U=V, (A.25)
welche fiir alle ¥, ® € F und 1,11, n2 € G folgende Eigenschaften hat:

(mm2)¥ = n1 (V)
(m +n2)¥ =mV¥ + 9V
W+ @) =nU +nd.

Fir G x F mit dieser Verkniipfung schreiben wir Fg und nennen dies den erweiterten
Fockraum. Die Eigenschaften der Abbildung sind tatsichlich diese einer skalaren
Multiplikation, wenn wir die einzige fehlende erginzen:

1V = ¥, mit der Eins von G . (A.26)



A.10. Unterraum der Schwinger-Bosonen 43

Mit dieser Identifizierung ist der Fockraum J im erweiterten Jg enthalten.

Da Operatoren nur fiir Vektoren in F erklrt sind, definiert man die Wirkung auf ein
Element des erweiterten Fockraumes. Es reicht aus diese Definition fiir Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren, beide mit a abgekiirzt, festzusetzen:

a(n¥) = —n(av). (A.27)

A.10. Unterraum der Schwinger-Bosonen

Sei s € %N fest und H = C? der gewihlte zweidimensionale Hilbertraum mit
kanonischer Basis, |a) = (1,0) und |5) = (0, 1). Hy bezeichnet wieder das N-fache
Tensorprodukt von Hilbertraumen. Der zugeordnete symmetrische Fockraum

Fi =P PiHn =P P C” (A.28)
N=0 n=0

ist demnach ein separabler unendlich dimensionaler Hilbertraum, fiir den wir eine
ONB in Besetzungszahlen angeben kénnen:

{Ina,ns) | na,ng € No} (A.29)

Die den Basisvektoren zugeordneten Vernichtungsoperatoren bezeichnen wir kurz mit

a=asundb=ag, (A.30)

welche wir somit als Schwinger-Bosonen definieren wollen. Der entsprechend physi-
kalisch wichtige Unterraum wurde mit

Us = {|na,ng) | na +ng = 2s} = P Has (A31)

bezeichnet und eine orthogonale Projektion auf diesen kann zum Beispiel mit

1 2

Ps d\ ei)\(aTa+ber—25) (A32)

Ego

gewdhlt werden.
Satz P; definiert einen orthogonale Projektion auf Us.
Beweis: P ist offensichtlich linear und wirkt auf ein Basiselement wie folgt:

1 2w ) 3
Py |nounﬁ> - 27[‘/0 dA ez>‘(n0+”ﬁ %) ‘naanﬂ> = Ong+ng,2s |naan5> (A.33)

Damit ist der Operator idempotent, P? = Py, und U, = Bild(P;) = Kern(P,)+. O
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